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1. 問題の所在 

 

本稿の目的は，従属変数の測定誤差が統計的因果推論の分析結果に及ぼす影響を

明らかにし，数理モデルによる解析から代理指標の是非を判断するための枠組みを

提示することにある。 

昨今，根拠に基づく政策立案（Evidence-based policy making）の興隆もあり，

教育政策や教育実践に対する効果検証が求められており，より厳密な手法の適用，

中でも因果推論（Causal Inference）の枠組みが特に重要視されている。 

一方で，教育学の場合では，従属変数の多くは構成概念（construct）である（「能

力」「コンピテンシー」「非認知能力」「学力」など）。実証研究をする際には，代

理指標に測定できる枠組みに構成概念を操作定義してから，あくまでも代理指標を

用いて分析を行わざるを得ない。ゆえに，効果検証に因果推論を適用する以前に，

まず代理指標が適切に構成概念を反映できているのかが問われる。これは単に測定

の精度の問題のみならず，操作的定義そのものの妥当性問題としても提起されてい

る。例えば，学力論争（山内・原 2010），質問紙を用いたコンピテンシー測定への疑

義（細尾 2017，二宮 2021），大学ランキングや業績（論文数，SSCI 論文，IF など）

に基づく研究評価の是非(豊田 2019)など，教育学分野では，教育成果が把握しづら

い（塚原 2003）がゆえ，代理指標の妥当性に帰結する議論が特に多い。つまり，理

論・規範における「学力」という構成概念と実証・経験において「学力」という測

定指標が一致しているわけではない。 

ただし，代理指標の妥当性問題は際限がなく，前提となる価値・仮説に起因する。

そのため，特に社会科学の場合，ある角度からみれば妥当であるが，異なる角度か

らみれば妥当ではなく，構成概念を完璧に定義することは不可能に近い。例えば学

力研究の文脈では，「学力とは何か」という妥当性の議論を一度棚に上げ，代わりに

統計分析に基づく議論で発展してきた経緯がある（川口 2019）。 

一方，妥当性の議論を棚上げにして積極的に経験データを分析することも重要だ

が，それとともに，その分析結果がどの程度，信頼に足るものなのか，どのような

バイアスを伴っているかについても，定量的に検討する必要があるだろう。その足

掛かりとして，本稿では，妥当性問題を統計分析の枠組みから捉え直すこととする。 

特に，代理指標と構成概念の隔たりが，①統計的因果推論にどのようなバイアスを

もたらしているのか，②そのようなバイアスによって，回帰係数がどのような挙動

をしているのか，を数理モデルから解析する。そのうえで，③代理指標と構成概念
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の隔たりが大きくなれば，分析の信頼性が低下すると常識から考えがちだが，本当

にそのようなことが言えるのか，特殊な状況において逆の現象が起きうるのではな

いかといったことについて検討を行っていく。 

 

2. 先行研究の整理と本稿の検討課題 

 

2.1. 代理指標の信頼性・妥当性と測定誤差  

そもそも構成概念と代理指標の関係は，信頼性（reliability）と妥当性（validity）

（1）という二つの視点からの検討が必要である（小杉 2019，p.184）。ここで，信頼

性は「測定結果が，一貫しているか」のことで，妥当性は「測りたいものが適切に

測れているか」を意味する（Streiner et al.訳書，2016）。まさにこの二つの視点

から，先行研究では「学力は能力を反映できているのか」という問題意識が生まれ

る。  

上記の信頼性と妥当性は，測定誤差に関する議論としても捉えられる（南風原

2012）。その上で，測定誤差がどのように生じているか（以下，測定誤差の生成過程）

によって，分析に異なるバイアスをもたらすと想定される。測定誤差の生成過程は

大きく二つに分けられる。一つ目は，測定誤差の発生によって，測りたい構成概念

を反映している部分が相対的に薄まることである。つまり，いわゆる測定の信頼性

が低いことから生じるバイアスである。二つ目は，測定誤差が他の変数と従属関係

になっていること（即ち内生性問題）から，線形回帰を行う際に起きる（内生的）

選択バイアス（endogenous selection bias）である。つまり，内的妥当性が低くな

り，分析結果の不偏性が保たれないということである。 

このように，測定誤差によって多様なバイアスが生じると想定されるが，具体的

に統計的因果推論にどのような影響を与えるのであろうか。 

 

2.2. 代理指標の測定誤差に関する先行研究と本稿の課題設定 
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図 1 統計的因果推論で用いる３変数 

 

測定誤差が統計的因果推論に与える影響を検討した先行研究は，着目する変数に

従って大きく三つに分けられる（図 1）。 

まず，処置変数の測定誤差である。処置変数とは，分析者が係数に興味のある変

数のことを指し，図 1 の A に当たる。処置変数の測定誤差は，典型的な内生性問題

（浅野・中村 2009，Engzell and Jonsson 2015 など）の一つであり，信頼性の低い

測定によって生じる測定誤差が，減衰バイアス（attenuation bias）を引き起こす

ことが知られている。 

次に，図 1 の C にあたる交絡変数の測定誤差の問題である。ここで交絡変数とは，

処置変数と従属変数の両方に影響を与える要因のことを指す。交絡変数の代理指標

を回帰分析に投入することによって，欠落変数バイアス（Omitted variable bias，

以下 OVB）の部分的統制（partial control）が期待できるため，測定誤差の大きさ

に関わらず，基本的には統制することが推奨される（Elwert and Winship 2014）

（2）。 

本稿で着目する従属変数の測定誤差についても，VanderWeele and Hernan（2012）

や Nab et al.（2019）などが言及している。信頼性の低い測定によって減衰バイア

スが生じること，そして処置変数との関連性によって多様な影響が生じうることが

指摘されている。ただ，それらの議論はいずれもランダム化比較試験（Randomized 

Control Trials）による実験データをベースにしており，基本的に二値変数を想定

している。ゆえに，観察データを扱うことが多く，構成概念を連続量の変数として

扱うことがある社会科学の研究に上記の知見を適用するには，社会科学固有の文脈

を考慮してモデルを拡張する必要がある。 

加えて，代理指標の測定誤差に関する最近の動向として無視できないのは，中尾

ほか（2022）と樊ほか（2022）の指摘である。一般的に，測定誤差が小さいことが

精緻な統計的因果推論に繋がると考えられてきたが（3），それらの研究は，交絡変数

A Y

C

図1 統計的因果推論の枠組み
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の測定誤差が内生性問題を引き起こす場合，測定誤差の抑制は必ずしも因果効果の

推定をより正確なものにしていないことを明らかにした。これらの研究成果を念頭

に，従属変数の場合でも，場合によって，測定誤差の抑制にもかかわらず，因果効

果の推定バイアスが逆に拡大するという現象が起きることも考えられる。 

この点を十分に意識し，本稿では，従属変数の測定誤差に焦点を当て，数理モデ

ルの構築によって測定誤差がいかに因果推論の分析結果に影響を及ぼすかについて

検討していく。次の 3 節では，数理モデル構築のための本稿のモデル設定を明示し，

4 節では，従属変数の測定誤差が生じている場合の分析結果への影響を数理モデル

から解析する。そのうえで，5 節では，因果効果の推定値の挙動を数理モデル及び

シミュレーションから解明し，6 節で知見のまとめと今後の課題を提示する。 

 

3. モデル設定 

 

本稿では，数理モデル及びシミュレーションによって，従属変数の測定誤差が統

計的因果推論の分析結果に及ぼす影響を明らかにする。実際に，観察データを用い

た効果検証では，交絡変数として考えられる要因は複数存在している場合が一般的

であるが，本稿では，説明を簡易にするために，まずは交絡変数が一つというモデ

ルを作成することとする。また，数理モデル構築に当たって，便宜的に全てのパラ

メータが正であり，変数間の全ての関係性が線形関係であることを前提とする。 

 

3.1. データ生成過程 

まず，処置変数 A，従属変数 Y，一つの交絡変数 C が存在するというモデルのデー

タ生成過程を記述する。ここでは，A，Y，C は全て正規化されたものとする（4）。ま

た，𝜌𝐴，𝜌𝑌は A と Y の誤差分散である。 

𝑈𝐴~𝑁(0,√𝜌𝐴) 

𝑈𝑌~𝑁(0,√𝜌𝑌) 

𝐶~𝑁(0,1) 

𝐴 =  𝛽2𝐶 + 𝑈𝐴 

𝑌 =  𝛽1𝐴 + 𝛽3𝐶 + 𝑈𝑌 

このような設定を有向非巡回グラフ（Directed Acyclic Graph，以下 DAG）で示

すと前節の図１と同様となる。一般的に，A の因果効果を推定したいという目的の

元，A の Y に対する因果効果（以下，処置効果）が不偏性を満たすためには，交絡
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変数 C を統制する必要がある。もし統制しない場合，OVB が発生し，その際の A の

回帰係数𝑏1
∗∗は次の式で表される（Angrist and Pischke 2014）。なお，𝑣𝑎𝑟(𝐴)と𝑣𝑎𝑟(𝐶)

はそれぞれ A と C の分散で，本稿では正規化しているのでいずれも１である。 

𝑏1
∗∗  =  𝛽1 + 𝛽2𝛽3 ∙

𝑣𝑎𝑟(𝐶)

𝑣𝑎𝑟(𝐴)
 ＝  𝛽1 + 𝛽2𝛽3 = 𝛽1 + 𝑞1 

𝑏1
∗∗は，A と Y の真の因果効果である𝛽1と，OVB に当たる𝛽2𝛽3という部分からなる。

ここで，𝑞1 = 𝛽2𝛽3と置くと，𝑞1は交絡変数 C がもたらすバイアスの程度と言える。

A，C と Y が正規化されているもの，そしてすべてのパラメータが正であることを踏

まえ，𝑞1，𝜌𝑌と𝜌𝐴を用いて𝛽1，𝛽2と𝛽3は，次のように書き換えることが可能である。 

𝛽1  =  −𝑞1 +√−
𝜌𝐴

1 − 𝜌𝐴
𝑞12 + 1 − 𝜌𝑌 

𝛽2  =  √1 − 𝜌𝐴 

𝛽3  =  
𝑞1

√1 − 𝜌𝐴
 

 

3.2. 代理指標𝑌∗の生成 

一方，本稿の問題設定では，Y は直接的に観測できない構成概念であり，実証研

究をする際には代替的に代理指標𝑌∗を回帰分析の従属変数として用いることになる。 

そこで，𝑌∗の生成過程について，Nab et al.（2019）を参考に，次のように設定

し，𝑌∗も正規化されたものとする。なお，𝑌と𝑈𝑌∗は独立しているとし，𝜌𝑌∗は Y の誤

差分散𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑌∗)である。 

𝑌∗ = 𝜃1𝑌 + 𝑈𝑌∗      ① 

 

図 2 本稿の設定の DAG 

 

𝑌，そして𝑌∗は正規化されているため，𝜃1と𝑈𝑌∗は，式②を満たす。 
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𝜃1
2 + 𝜌𝑌∗ = 1    ② 

𝜃1
2は，𝑌∗の分散うち，本来想定している構成概念𝑌によって決まる部分の割合を

示しており，一方，𝜌𝑌∗はすなわち𝑌∗の分散のうち，測定誤差𝑈𝑌∗によって決まる部分

の割合である。このことを踏まえ，代理指標が構成概念を反映している部分の大き

さを示す指標として，両者の比（
𝜃1

2

𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑌∗)
）を𝑞2と置く。𝑞2が大きければ，測定誤差が

抑えられ，代理指標𝑌∗と構成概念𝑌との相関も高くなり，構成概念を良く反映してい

る代理指標となる。式②に基づくと，𝜌𝑌∗と𝜃1は，𝑞2を用いて次のように書き換えら

れる。 

𝜌𝑌∗ =
1

𝑞2 + 1
 

𝜃1 = √
𝑞2

𝑞2 + 1
 

𝑞2をより具体的に説明すると，𝑞2が小さいということは，分母である測定誤差𝑈𝑌∗

の分散が大きいことであり，信頼性の低い測定と言えよう。逆に，信頼性が高い測

定を行なった場合，𝑞2が相対的に大きくなる。それでは，従属変数の測定誤差によ

って，どういうバイアスが生じているのかを次節で明らかにしていく。 

 

4. 代理指標𝑌∗を従属変数にした際のバイアス 

 

4.1. 𝑼𝒀
∗が完全に外生的である場合 

この場合を図で示すと以下のようになる。 

 

 

図 3 𝑈𝑌
∗が完全に外生的である場合に想定される DAG 

 

DAG は，基本的に誤差項を描かないが（Pearl 訳書 2009），測定誤差の問題を取り
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上げる際には，分かりやすくするために，あえて描くこともあり（VanderWeele and 

Hernan 2012 など），本稿も同様の理由で誤差項を描いている。また，上記の図では，

𝑈𝑌
∗が𝑌∗の誤差項を示している。 

この場合，𝑌∗を従属変数に，交絡変数 C を統制したうえで𝐴の回帰分析を行うと，

𝐴の係数は，𝑏1 = 𝛽1𝜃1となり，𝑌に対する真の係数𝛽1を𝜃1倍したとも捉えられる。こ

のことは媒介分析でいう間接効果の計算と一致している。式②より，𝜃1は必ず１以

下になることから，𝑏1 < 𝛽1ということが分かる。つまり，この場合に代理指標𝑌∗を

従属変数とすると，A の処置効果が必ず過小評価されることになる。その時のバイ

アスは，𝛽1 − 𝑏1 = (1 − 𝜃1)𝛽1 = (1 − √
𝑞2

𝑞2+1
)𝛽1であり，大きさは𝑞2に依存すると言えよ

う。このことは，代理指標𝑌∗における外生的な測定誤差が占める割合が大きいほど

（𝑞2が小さいほど），代理指標𝑌∗に対して，A という処置変数が Y を通して影響を及

ぼしている部分が小さくなることと解釈できる。 

ただし，過小推定にはなるが，推定値𝑏1と真値𝛽1の符号は常に同じである。この

ようなバイアスは「減衰バイアス」と呼ばれており，推定値そのものは真値と大き

く異なる場合もあるが，符号が異なることはない。 

つまり，測定誤差が小さい代理指標（𝑞2が大きい）であれば，A の処置効果の推定

バイアスは小さくなるといえる。しかしながら，外生的な測定誤差は本質的に減衰

バイアスをもたらしているにすぎないので，処置効果がプラスかマイナスかのみを

検討したいのであれば，外生的な測定誤差はさほど支障をもたらしていないともい

えよう。なお，このような事実は既に知られており，Nab et al. (2019)等が指摘し

ているが，本稿の以下の設定へ拡張する過程で，共有しておく必要がある為，取り

上げている（5）。 

 

4.2. 𝑼𝒀
∗が𝑨または𝑪と相関する場合 
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図 4 𝑈𝑌
∗が𝐴または𝐶と相関する場合に想定される DAG 

 

もし測定誤差𝑈𝑌
∗は外生的ではなく，A と C との相関関係が想定される場合に，因

果効果の推定にどのようなバイアスが生じるだろうか。まず，この場合の回帰式は，

以下のようになる。 

𝑌∗  =  𝑏1𝐴 + 𝑏2𝐶 

上記の回帰式に従って，交絡変数𝐶を統制した時の，処置変数𝐴の回帰係数𝑏1は次

の式で求められる。 

𝑏1 =
𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑌∗) − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) ∙ 𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑌∗)

1 − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶)2
𝑠𝑡𝑑(𝑌∗)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
     ③ 

そして，式④，⑤のように変形していくことで，𝑏1は，𝑐𝑜𝑟(𝐴,𝑈𝑌∗)，𝑐𝑜𝑣(𝐶,𝑈𝑌∗)を用

いて書き換えることができる。まず，𝐴，𝐶，𝑌そして𝑌∗が正規化されていて，分散が

1 であることから，𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑌∗)=𝑐𝑜𝑣(𝐴, 𝑌∗)，𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑌∗) = 𝑐𝑜𝑣(𝐶, 𝑌∗)ということをもとに，

式③は式④のように書き換えることが出来る。 

𝑏1 =
𝑐𝑜𝑣(𝐴, 𝑌∗) − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) ∙ 𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑌∗)

1 − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶)2
     ④ 

そのうえで，𝑌∗ = 𝜃1𝑌 + 𝑈𝑌∗を式④に代入すると，共分散の性質（西山 2019，p.64）

を利用して次のように展開できる。 

𝑏1 =
𝑐𝑜𝑣(𝐴, 𝜃1𝑌 + 𝑈𝑌∗) − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) ∙ 𝑐𝑜𝑣(𝐶, 𝜃1𝑌 + 𝑈𝑌∗)

1 − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶)2
 

𝑏1 =
𝑐𝑜𝑣(𝐴, 𝜃1𝑌) + 𝑐𝑜𝑣(𝐴,𝑈𝑌∗) − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) ∙ [𝑐𝑜𝑣(𝐶, 𝜃1𝑌) + 𝑐𝑜𝑣(𝐶, 𝑈𝑌∗)]

1 − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶)2
 

𝑏1 =
𝜃1𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑌) + √𝜌𝑌∗𝑐𝑜𝑟(𝐴,𝑈𝑌∗) − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) ∙ [𝜃1𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑌) + √𝜌𝑌∗𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗)]

1 − 𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶)2
     ⑤ 

図 4 で示した DAG をもとに，次の三つの相関係数は，次のようになる。 

𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑌) = 𝛽1 + 𝛽2𝛽3 

𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) = 𝛽2 

𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑌) = 𝛽2𝛽1 + 𝛽3 

それらを式⑤に代入して整理すると，式⑥が得られる。 

𝑏1 =
𝜃1(𝛽1 + 𝛽2𝛽3) + √𝜌𝑌∗𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑈𝑌∗) − 𝛽2 ∙ [𝜃1(𝛽2𝛽1 + 𝛽3) + √𝜌𝑌∗𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗)]

1 − 𝛽2
2  
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𝑏1 = 𝜃1𝛽1 +
√𝜌𝑌∗

1 − 𝛽2
2 (𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑈𝑌∗) − 𝛽2 ∙ 𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗))     ⑥ 

式⑥のように，𝑏1を𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑈𝑌∗)，𝑐𝑜𝑣(𝐶,𝑈𝑌∗)などで表記することができた。ここで，

処置変数 A は交絡変数と誤差項𝑈𝐴から生成されているため，𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑈𝑌∗)はさらに

𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗)と𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)に分解した上で，式⑥は次のように展開できる。 

𝑏1 = 𝜃1𝛽1 +
1

1 − 𝛽2
2 (𝑐𝑜𝑣(𝛽2𝐶 + 𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗) − 𝛽2𝑐𝑜𝑣(𝐶,𝑈𝑌∗)) 

= 𝜃1𝛽1 +
1

1 − 𝛽2
2 (𝛽2𝑐𝑜𝑣(𝐶,𝑈𝑌∗) + 𝑐𝑜𝑣(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗) − 𝛽2𝑐𝑜𝑣(𝐶, 𝑈𝑌∗)) 

= 𝜃1𝛽1 +
√𝜌𝑌∗

√𝜌𝐴
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗) = 𝛽1√

𝑞2
𝑞2 + 1

+
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
√

1

𝑞2 + 1
     ⑦ 

式⑦を導く過程からわかるように，𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑈𝑌∗)を分解して展開を行なっていくと，

式⑥のうち𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗)に関する項が消失する。そのことから，仮に𝑈𝑌∗は完全に外生

的でなくとも，交絡変数𝐶を回帰式に投入していれば，𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗)が起因する内生性

問題も統制されることとなり，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)のみ A の回帰係数𝑏1の推定にバイアスを

もたらしているということが確認できる。 

これは例えば，非認知能力を従属変数とした統計分析の事例などが考えられるだ

ろう。非認知能力は 1 から 7 段階の順序尺度などで測定すると，リファレンス・バ

イアス（reference bias）が生じることが指摘されている（Heckman and Kautz 2013）。

この場合，A が教育，C が出身階層，Y が非認知能力，𝑌∗が測定された非認知能力，

𝑈𝑌∗がリファレンス・バイアス（reference bias）という DAG が考えられる。そこで，

もしリファレンス・バイアスが処置変数 A の教育ではなく，交絡変数 C の出身階層

によって引き起こされている場合，本節の数理モデルから導いた通り，回帰分析で

C を統制していれば処置効果の推定に関してバイアスが生じないということが分か

る。とはいえ，交絡変数の存在は全く影響を及ぼしていないわけではない。次節以

降で検討するように，交絡変数Ｃの統制により，処置変数の VIF が拡大し，処置効

果に含まれる𝑐𝑜𝑟(𝐶, 𝑈𝑌∗)に起因しない推定バイアスはそれに応じて拡大していく。こ

れは，本稿の問題設定において，図 4 の DAG においてバックドア基準を満たす交絡

変数 C を統制すれば処置変数 A の推定は不偏性を満たすといった短絡的な議論で片

付けられない可能性を示している。 

 

5. 𝒃𝟏の範囲と挙動 
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式⑦から分かるように，代理指標𝑌∗を従属変数とした時の A の回帰係数𝑏1は，

𝛽1√
𝑞2

𝑞2+1
（第一項）と

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
√

1

𝑞2+1
（第二項）という二つの部分から構成されている。 

前者はすなわち 4.1 で説明した代理指標による減衰バイアス，後者は，𝑐𝑜𝑟(𝐴, 𝑈𝑌∗)

が引き起こした内生性問題による選択バイアスである。 

実は，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)の符号が𝛽1と同じくプラスである限り，A の回帰係数𝑏1の値も必

ずプラスである。つまり，減衰バイアスと同様に，処置効果の真値の符号の判断に

支障は出ないということになる。これを二つの項で説明すると，内生性問題によっ

て引き起こされた第二項がプラスのバイアスをもたらしており，第一項の減衰バイ

アスによって生じた過小推定部分を真値の方向へ戻しているとも捉えられる。 

そういう意味では，稀だが，内生性問題によって正の方向へと生じる選択バイア

スがちょうど負の方向へ生じる減衰バイアスと相殺して，結果的に A の回帰係数𝑏1

がたまたま真値𝛽1と等しくなるという特殊な状況も考えられる。 

一方，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)の符号がマイナスであれば，第二項の内生性問題によるバイア

スの部分も符号がマイナスになる。この場合，処置効果の推定は，第一項の減衰バ

イアスと第二項の選択バイアスの影響で二重に過小評価されることとなる。減衰バ

イアスが生じていたとしても，推定値の符号に影響は出ないが，第二項によるマイ

ナスの選択バイアスが激しく生じている場合に，真値𝛽1がプラスにも関わらず，𝑏1

がマイナスとなる状況もありうる。 

もともと，𝑞2が 0，即ち代理指標が完全に測定誤差で構成されている場合（信頼性

が極端に低い測定など），第一項が 0 となるため，A の回帰係数𝑏1は，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)に

よる選択バイアスのみ（第二項）となることは式⑦から簡単にわかる。即ち，式⑦

は， lim
𝑞2=0

𝑏1 =
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴 ,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
である。このことから，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)がマイナスである限り，𝑞2

が 0 に十分近い時に，選択バイアスの影響が相対的に大きいため，𝑏1がマイナスと

なると予想できる。その結果，処置効果の真値𝛽1の符号すら誤って推定されること

となる。 

対して，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)の符号と関係なく，𝑞2が無限大，即ち，測定誤差が全く起きて

いない（信頼性と妥当性の高い構成概念を完全に反映している代理指標）状況では，

A の回帰係数𝑏1の値は最終的に処置効果の真値𝛽1に漸近していくことは式⑦から確
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認できる。即ち lim
𝑞2→∞

𝑏1 = 𝛽1である。 

それでは，𝑞2が 0 から無限大に向けて大きくなっていくにつれ（測定誤差が徐々

に抑えられ，構成概念を適切に反映している代理指標になる），推定値𝑏1は具体的に

どのような挙動をするのだろうか。その挙動は，𝛽1，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)と𝜌𝐴など他のパラメ

ータとどのように関連しているのか。以下，これらの点について検討していく。 

 

5.1. 𝒃𝟏の範囲：切片と漸近値 

ここで，√
1

𝑞2+1
と√

𝑞2

𝑞2+1
の平方和が 1 であることから，𝑠𝑖𝑛𝜑2 + 𝑐𝑜𝑠𝜑2 = 1を用いて，

次のように，𝜑の正弦と余弦で表すことが可能である。 

{
 
 

 
 
√

𝑞2
𝑞2 + 1

= 𝑠𝑖𝑛𝜑

√
1

𝑞2 + 1
= 𝑐𝑜𝑠𝜑

     ⑧ 

式⑧から分かるように，𝑞2が大きい場合，𝑠𝑖𝑛𝜑も大きくなるため，𝜑も大きくなり，

それに応じて𝑐𝑜𝑠𝜑は小さくなる。なお，√
𝑞2

𝑞2+1
と√

1

𝑞2+1
はいずれも必ずプラスなので，

0 ≤ 𝜑 <
𝜋

2
とする。したがって，𝑏1の推定値は式⑨のように書き換えられる。 

𝑏1 = 𝛽1𝑠𝑖𝑛𝜑 +
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
𝑐𝑜𝑠𝜑    ⑨ 

式⑨の範囲を求めるために，さらに次の式を満たす𝜔を設定する。 

{
 
 
 

 
 
 

𝛽1

√𝛽1
2 +

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)2

𝜌𝐴

= 𝑐𝑜𝑠𝜔

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴

√𝛽1
2 +

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)2

𝜌𝐴

= 𝑠𝑖𝑛𝜔

     ⑩ 

式⑩からわかるように，𝑐𝑜𝑠𝜔は必ずプラスだが，𝑠𝑖𝑛𝜔の符号は𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)によっ

て決まる。𝑈𝐴と𝑈𝑌∗が，プラスの相関を持っている場合に，𝑠𝑖𝑛𝜔はプラスになり，対

して，𝑈𝐴と𝑈𝑌∗が，マイナスの相関を持っている場合に，𝑠𝑖𝑛𝜔もマイナスになる。総

じて，𝜔の範囲は，−
𝜋

2
< 𝜔 <

𝜋

2
とすることができる。そして，式⑩より，𝜔は
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𝛽1，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)と𝜌𝐴によって変化するため，𝑞2に依存していない。加えて，
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴 ,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴

がマイナスの方向に 0 から離れるほど𝜔が小さくなっていく。つまり，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)が

マイナスで𝜌𝐴が小さいほど，𝜔が−
𝜋

2
に近づいていく。逆に，

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
がプラスの方向

に 0 から離れるほど𝜔が大きくなっていく。つまり，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)がプラスで𝜌𝐴が小さ

いほど，𝜔が
𝜋

2
に近づいていく。以上のことを踏まえると，𝑏1の計算式は式⑪のよう

に書き換えられる。 

𝑏1 = √𝛽1
2 +

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)
2

𝜌𝐴
(𝑐𝑜𝑠𝜔𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑐𝑜𝑠𝜑) =

𝛽1
𝑐𝑜𝑠𝜔

𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔)     ⑪ 

他のパラメータが一定の下で，𝑞2のみ変化するとすれば，式⑪における𝜑 + 𝜔の範

囲は，𝜔 < 𝜑 + 𝜔 < 𝜔 +
𝜋

2
になる。さらに，𝑞2の増加によって𝜑 + 𝜔という角度も大き

くなる。 

 

5.2. 𝒃𝟏の挙動の計算とシミュレーション 

𝑞2の変化に応じて，𝑏1はどう挙動するかについて次のように検討できる。以上を

踏まえて，𝑞2の変化による𝑏1の挙動を調べるために，𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔)の範囲を計算しなけ

ればならないことが分かる。𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔)の範囲は，𝜔の値によって以下のようにいく

つかの場合に分けて検討する必要がある。 

①−
𝜋

2
< 𝜔 < 0の場合 

この場合，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)がマイナスである。図 5 左から読み取れるように，𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔)

（即ち点線の部分）は，次の式を満たしている。 

𝑠𝑖𝑛(𝜔) ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔) < 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
+ 𝜔) = cos (𝜔) 

しかるに，𝑏1の範囲は次の式のようになる。 
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𝛽1
𝑐𝑜𝑠𝜔

𝑠𝑖𝑛(𝜔) =
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
≤ 𝑏1 =

𝛽1
𝑐𝑜𝑠𝜔

𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔) <
𝛽1
𝑐𝑜𝑠𝜔

cos(𝜔) = 𝛽1 

図 5 𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)の場合の𝑏1の範囲（左図）と挙動（右図）  

 

整理すると，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)がマイナスの場合，𝑞2の変化によって𝑏1は次のように変化

する。𝑞2 = 0の時に，𝑏1は𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)という内生性問題による選択バイアスの大きさ，

即ち
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴 ,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
によって，真値𝛽1と逆の符号に誤って推定されることとなる。その後，

𝑞2の増加とともに，推定値𝑏1も大きくなっていき，やがて推定値𝑏1は符号がプラスに

なり，そして徐々に真値𝛽1に漸近していく（図 5 右を参照）。 

 

②0 ≤ 𝜔の場合 

この場合，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)が非負である。図 7 から読み取れるように，𝜑 + 𝜔 =
𝜋

2
の時

に，𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔)の余弦が１となるので，𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔)（即ち点線の部分）は次の式を満

たしている。 

𝑚𝑖𝑛 {𝑠𝑖𝑛(𝜔), 𝑠𝑖𝑛 (𝜔 +
𝜋

2
)} ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔) < 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
) = 1 

しかるに，𝑏1の範囲は，次の式のようになる。 

𝑚𝑖𝑛 {
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
, 𝛽1} < 𝑏1 =

𝛽1
𝑐𝑜𝑠𝜔

𝑠𝑖𝑛(𝜑 + 𝜔) <
𝛽1
𝑐𝑜𝑠𝜔

 

図 6 0 ≤ 𝜔の場合の𝑏1の挙動（左図：0 ≤ 𝜔 <
𝜋

4
，右図：

𝜋

4
< 𝜔 <

𝜋

2
） 

 

整理すると𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)が式⑫を満たす場合，𝑞2の変化によって𝑏1は次のように変

化する。𝑞2 = 0の時に，推定値𝑏1は𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)という内生性問題による選択バイアス

の大きさ，即ち
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴 ,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
であるが，真値𝛽1の符号の推定に支障は出ない。その後，𝑞2
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の増加とともに，推定値𝑏1も大きくなり，いったん最大値をとった後，徐々に小さ

くなっていき，最終的に真値𝛽1に漸近していく（図 6 参照）。 

さらに，図 7 左図，そして，図 6 左図のシミュレーションの結果から確認できる

ように，0 ≤ 𝜔 <
𝜋

4
の時に，𝑠𝑖𝑛(𝜔) < 𝑠𝑖𝑛 (𝜔 +

𝜋

2
) = 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
−𝜔)ということになる。即ち，

𝑞2が大きくなっていくにつれ，𝑏1は最大値になるまでの間に，一度ちょうど真値𝛽1と

まったく同値になるという特殊な状況も存在している。これは，5 節の冒頭で議論

した，プラスの内生性問題による選択バイアスがちょうどマイナスの減衰バイアス

を相殺することによって引き起こされる。その時の𝜑の値は，次の式を満たす。 

𝜑 =
𝜋

2
− 2𝜔     ⑫ 

対して，
𝜋

4
< 𝜔 <

𝜋

2
であれば，𝑠𝑖𝑛(𝜔) > 𝑠𝑖𝑛 (𝜔 +

𝜋

2
)ということになる。𝑞2が 0 の時の

推定値𝑏1がすでに真値𝛽1より大きなり，その後はさらに最大値をとった後に，徐々

に小さくなっていき，最終的に真値𝛽1に漸近していくので，真値𝛽1と同値になるこ

とはない（図 6 右図参照）。 

 

図 7 0 ≤ 𝜔の場合の𝑏1の範囲（左図：0 ≤ 𝜔 <
𝜋

4
，右図：

𝜋

4
< 𝜔 <

𝜋

2
） 

 

いずれにしても，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)がプラスの場合，𝑏1の最大値は真値𝛽1より大きいこと

から，最大値になるまでの間に，𝑞2の増大は，𝑏1と𝛽1との差分，つまりは真値とのバ

イアスを大きくすることにつながる。即ち，この範囲においては，測定誤差の小さ

なより良い代理指標（即ち𝑞2が大きくなること）にもかかわらず，処置効果のバイ

アスは逆に大きくなるという現象が起きているのである。 

 

5.3. 𝝆𝑨が𝒃𝟏の挙動に与える影響及びその含意 
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これまで，𝑞2の変化による𝑏1の挙動を確認してきた。一方，𝛽1と𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)が一定

という条件の下で，𝜌𝐴はいかに𝑏1の挙動に影響を及ぼしているのだろうか。結論か

らいうと，√𝜌𝐴が小さければ小さいほど，推定値𝑏1の挙動は極端な値をとりやすい。 

まず，すでに論じたように，内生性問題の影響は，
𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴 ,𝑈𝑌∗)

√𝜌𝐴
である。𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)が

一定の場合，𝜌𝐴が小さいほど，推定値𝑏1は，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)の影響を相対的に大きく受け

ることとなる。即ち，内生性問題による選択バイアスが拡大する。その結果，挙動

の切片，即ち𝑞2が 0 の時の推定値𝑏1は，より極端な値をとりやすくなる。 

また，𝜌𝐴が小さくなるのにつれ，√𝛽1
2 +

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴,𝑈𝑌∗)
2

𝜌𝐴
=

𝛽1

𝑐𝑜𝑠𝜔
が大きくなる。ゆえに，

𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)がプラスの場合，𝑏1の最大値が大きくなる。また，プラスの内生性問題に

よる選択バイアスがちょうどマイナスの減衰バイアスと相殺するという状況が起き

る場合，√𝜌𝐴が小さくなると，その相殺が𝑞2のより小さいときに起きるということが

式⑫から分かる。 

整理すると，𝜌𝐴が小さいと，𝑞2の変化による𝑏1の挙動が激しくなり，極端な値にな

りやすく，推定が不安定になるといえる。𝜌𝐴の定義に立ち戻って考えると，𝜌𝐴は即

ち処置変数 A の分散のうち，交絡変数 C によって説明されない部分のことである。

回帰式で C が統制されている以上，
1

𝜌𝐴
は多重共線性の指標 VIF と同義的になる。そ

のような捉え方をすると，𝜌𝐴が極端に小さい場合に起きる現象は，多重共線性が激

しく発生することによって，𝑏1の推定が不安定になることが原因である。一般的に，

多重共線性は，推定値の標準誤差を拡大させる要因として知られており，有意性こ

そ検出しにくくなるのだが，推定値𝑏1の不偏性に支障は出ないとされている。しか

し，本稿のこれまでの計算で示した通り，本稿の設定においては，測定誤差によっ

て内生性問題が生じている場合に，選択バイアス（式⑦の第二項）は，VIF に比例

して拡大することを示している。 

 

6 まとめ 

 

本稿は，従属変数の測定誤差が統計的因果推論の分析結果に及ぼす影響を数理モ

デル構築とその解析から明らかにしてきた。具体的には，本稿の知見は以下のよう

にまとめられる。 

一つ目に，従属変数の測定誤差𝑈𝑌
∗が完全に外生的である場合，推定値𝑏1には減衰
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バイアスが生じることが知られていたが（4.1 節），従属変数の測定誤差𝑈𝑌
∗が処置変

数 A または交絡変数 C と相関する場合に，内生性問題による選択バイアスが発生す

る。一方，回帰式で交絡変数 C を統制している場合，C と𝑈𝑌
∗の相関は，処置効果の

推定にバイアスをもたらさないようになることが分かった（4.2 節）。 

二つ目に，推定値𝑏1の変化の範囲を求めた結果，次のことが分かった。測定の信

頼性が極端に低い(𝑞2 = 0）場合，A の回帰係数𝑏1は，𝑐𝑜𝑟(𝑈𝐴, 𝑈𝑌∗)による選択バイアス

であり，一方で，測定誤差が全く起きていない(𝑞2 →∞）場合，A の回帰係数𝑏1は処

置効果の真値𝛽1に漸近していく（5 節）。 

三つ目に，測定誤差がマイナスの選択バイアスを引き起こした場合，代理指標に

おける測定誤差の割合が小さくなる（𝑞2が大きくなる）につれ，推定値𝑏1は，最初は

マイナスで，その後，𝑞2の増加とともに，推定値𝑏1も大きくなっていき，やがて推定

値𝑏1は符号がプラスになり，徐々に真値𝛽1に漸近していく。シミュレーションの結

果からわかるように，この場合，処置効果の符号まで誤って推定されてしまう可能

性がある（5.2 節②）。 

四つ目に，測定誤差がマイナスの選択バイアスを引き起こした場合，代理指標に

おける測定誤差の割合が小さくなる（𝑞2が大きくなる）につれ，推定値𝑏1は，まず大

きくなり，いったん最大値をとった後，徐々に小さくなっていき，最終的に真値𝛽1

に漸近していく。推定値𝑏1は常にプラスということから，バイアスが発生するもの

の，真値𝛽1の符号の推定に支障は出ない。ただ，この場合に，𝑏1が最大値になるまで

の間に，測定誤差の抑制（即ち𝑞2が大きくなること）が逆に推定バイアスの拡大に

つながるという現象が起きる（5.2 節③）。 

五つ目に，処置変数 A の分散のうち，交絡変数 C によって説明されない部分𝜌𝐴が

小さいと，𝑏1の挙動が激しくなり，極端な値になりやすく，推定が不安定になる。

それは C と A の両方を回帰式に投入することによる多重共線性が原因である。つま

り，測定誤差によって内生性問題が生じている場合に，多重共線性は選択バイアス

の拡大につながる（5.3 節）。 

教育学の分野では，従属変数は教育成果のような構成概念が多く，結果的に何等

かの代理指標で分析を進めざるを得ない。その際に，本稿の取り組みはどのような

影響が生じているか，即ち代理指標の妥当性を考察するためのフレームワークとし

て活用できる。本稿の結論からいうと，代理指標の妥当性を考察するには，代理指

標の測定誤差の大きさを見積もるだけでなく，内生性問題や多重共線性と合わせて

考慮する必要がある。処置効果の真値と同方向の内生性問題が起きている場合，推
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定バイアスが大きくても処置効果の符号の判断に支障は出ない。一方，逆方向の内

生性問題が起きている場合，特に多重共線性が強く起きていれば，符号を間違って

推定されるリスクが高いといえる。 

しかしながら，本稿はあくまで一つの交絡変数が存在するモデルを想定しており，

実際の観察データを用いた分析では，複数の交絡が存在し，しかも統制できないも

のもあることが現実に多いであろう。そういった設定を取り入れることによって，

測定される代理指標に含まれる誤差項の状況から「推定バイアス」を逆算する感度

分析のフレームワークに応用できるようになる。そのようなインプリケーションを

目指し，さらなるモデルの一般化・精緻化を今後の課題とする。 

〈注〉 

（1） 妥当性には多様な定義があるが（村山 2012），南風原（2012）など妥当性とい

う言葉が用いられていることから，「妥当性」という言葉を用いていく。 

（2） ただし，Frost（1979）は，代理指標による部分的統制が必ずしも望ましいわ

けではないことを指摘している。 

（3） 例えば，親の出身階層などの変数で測定誤差が生じないような調査設計（前

向き調査）が望まれてきたし（平沢 2018），調査で得られた中学 3 年時の成績を

怪しげな指標（中澤 2022）として取り上げる例などが挙げられる。 

（4）この先も本稿では全ての変数が正規化されているものとして取り上げるため，

回帰式の切片項は記していない。 

（5） なお，本稿では処置効果の不偏性のみ取り上げているが，有効性が満たされ

ないという性質もある（Nab et al. 2019）。 
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